Ideale Gasgleichung, Gaskonstante und Zustandsgleichung

Das ideale Gasgesetz lautet

PV _ RV
T T,

Wahlen wir Py =1 atm, Ty = 273,15 K dann hat 1 Mol eines Gases ein Volumen V, = 22,414 |. Dieser
Zusammenhang geht auf die Entdecker Boyle-Mariotte (1662 und 1676) und Gay-Lussac (1778-1850)
zurick.

Daraus ergibt sich

PV latme 22,4141/ mol

=0,082057478
T 273,15K
umgeformt
PV =nRT

Darin ist R=0,082057478 atm.l/mol.K. Dies ist die allgemeine Gaskonstante. n ist die Anzahl der Mole.
Wenn wir atm in bar umrechnen, gilt 1 atm = 1,01325 bar. Daraus wird R= 0,083144739 bar.l/mol.K

Die Gaskonstante ergibt sich auch auf anderem Wege, namlich der kinetischen Gastheorie.

Die kinetische Gastheorie

Wir betrachten einen Wiirfel, der mit Gas bei der Temperatur T und dem Druck P gefiillt ist. Die
Molekiile werden als unendlich klein betrachtet, d.h. deren Volumen wird vernachlassigt. Des
Weiteren werden Krafte zwischen den Molekilen vernachlassigt. Es wird angenommen, dass 1/3
aller Molekulteichen sich auf der in x-, 1/3 auf der y- und 1/3 auf der z-Achse bewegen.

Trift ein Molekilteilchen auf eine Wand, erfolgt dort ein elastischer Stofl§ und es wird auf die
betrachtete Wand der Impuls

Ft =2mv

Ubertragen. Der Faktor 2 ergibt sich aus der Tatsache, dass der Impuls, d.h. sich die Flugrichtung des
Teilchens nach dem Sto umkehrt. Beim unelastischen StoR ist dies bekanntlich nicht der Fall und das
Molekilteilchen wiirde dann in der Wand stecken bleiben.

Die Kantenlange des Wiirfels sei |, d.h. die Wiirfelflache A=I* und das Volumen V=I°. Die
Geschwindigkeit eines Teilchens sei v. Die Zeit, die ein Teilchen von einer Wand zur
gegeniberliegenden benotigt ist

t=—
Vv



Die Zeit eines Teilchens fiir einen StoR an der betrachteten Wand ist jedoch doppelt so grol3, da die
Kantenlange | zweimal durchflogen werden muss. Nachdem namlich ein Teilchen gegen die
betrachtete Wand gestoRen ist, muss es gegen die gegenliberliegende stoen und dann wieder
zurlick, d.h. die doppelte Kantenlange durchfliegen. Daher ist die Zeit pro Stol an der betrachteten
Wand:

Flr den Impuls | ergibt sich nun in Kombination mit der Kraft F und der Zeit t
F-t=2mv
Setzt man die Zeit t ein und 16st nach der Kraft F auf, ergibt sich

2mv: mv?
T

F

Die kinetische Energie eines Teilchens ist

mv
Ein =——
2
Es gilt auch
Ekin kBT

Die Ableitung ergibt sich aus dem Maxwell-Boltzmann Verteilungsgesetz. Darin ist kg die Boltzmann
Konstante.

Daraus erhalten wir
mv® =3k, T

Die Kraft F wird dann

Setzt man darin F und fur A = 12 ein, und berticksichtigen wir, 13 = V ist, dann ergibt sich




Darin ist A*| =I3= V. P ist der Druck eines einzigen von drei Teilchen. Auf ein Mol bezogen, bedeutet
das, dass wir den Nenner mit dem dritten Teil aller Teilchen eines Mols multiplizieren missen. Dies
geht aus der Avogadro-Zahl hervor und ist = N,/3. Die Avogadro-Zahl besagt, wie viele Teilchen sich in
einem Mol Gas befinden. So erhalten wir den Druck fiir ein Mol Gas auf jede der 6 Wande des
Waiirfels:

3N, T kN, T RT
vV Vv Y,

P

Falls die Molmenge ungleich 1 ist, gilt mit n = Molmenge:
PV =nRT
Mitist R = kB * N|_

Die Boltzmann-Konstante ks = 1,3806505 10°** J/K und die Avogadro-Zahl N, = 6,0221415 10> mol-1.
Die Werte wurden Tipler: Physik, Spektrum Verlag, 6. Auflage 2009, S: 1560 entnommen.

Damit erhalten wir R = 8,314472673 J/K.mol
Da 1) = 1Pa.m3und 1 m3 = 1000 | ist, gilt auch
R =8,314472673 Pa.m3/K.mol = R = 0,08314472673 bar.l/K.mol

Dieser Wert stimmt mit der o.g. Gaskonstante gut tGberein.

Die reale Gasgleichung
Die einfachste reale Gasgleichung ist die nach van der Waals.

Man geht von dem Energie-Ansatz aus
E = Ekin + Epot

d.h. die Gesamtenergie ist die Summe aus kinetischer und potentieller Energie.

Fir die kinetische Energie kann man

setzen. Fiir 1 Mol erhalt man wie beim idealen Gasgesetz
Eq, =RT
Und fiir die potentielle Energie gilt in erster Naherung der einfache Ansatz

E,x=-2a-C

Darin ist C die Konzentration, die fiir 1 Mol wie folgt definiert ist
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Damit wird

a
Epot :\7

a
V =RT ——
P \

Nach p aufgel6st ergibt sich

_RT a

PEV Ve

Fihrt man das Eigenvolumen b der Teilchen in die kinetische Energie ein

RT a

PV h Ve

Damit erhalt man die van der Waals’sche Gleichung

Im 2. Term ist das Eigenvolumen vernachlassigt. Ansonsten wiirde van der Waals’sche Gleichung wie

folgt lauten
0= RT a
V-b (V-b)y

In den Weiterentwicklungen wie z.B. Redlich Kwong usw. findet man das Eigenvolumen b im 2. Term
wieder, interessanterweise positiv.

B RT a
PV —b VTV, (Vi 1 b)

Die van der Waals'sche Gleichung beschreibt immerhin den Ubergang vom gasférmigen zum
flissigen Zustand. Viele thermodynamische Funktionen wie Verdampfungswarme,
Fugazitatskoeffizient, Cp, Dichte usw. lassen sich mit der van der Waals Gleichung berechnen. Der
kritische Zustand mit seiner horizontalen Wendetangente wird gut wiedergegeben. Das begriindet
sich darin, dass die Parameter a und b aus den kritischen Daten ermittelt werden.

Die Vereinfachungen der van der Waals'schen Gleichungen sind zugleich deren Schwachstellen. Und
das sind die Koeffizienten a und b. Mit dem Eigenvolumen b unterstellt man, dass die Molekile hart
und unelastisch sind, was sich insbesondere bei hoher Dichte und im Fllssigbereich nachteilig
auswirkt. Mit der Konstanten a unterstellt man, dass die Wechselwirkungskrafte konstant sind, was
sich im selben Bereich dhnlich nachteilig auswirkt. Die Koeffizienten werden aus den kritischen Daten
berechnet. Dort ist die Gleichung fir viele Anwendungen noch genau genug, jedoch umso ungenauer
je weiter man mit dem Druck vom kritischen Druck entfernt ist. Dies ist in der Verfahrenstechnik
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jedoch sehr haufig der Fall. Obwohl es 3 kritische Daten gibt, ndmlich Druck, Volumen und
Temperatur, aber nur 2 Koeffizienten, erfolgt die Anpassung meist nur an der kritischen Temperatur
und am kritischen Druck. Es findet also keine Korrelation aller 3 kritischen Werte statt.

Eine Verbesserung stellt die Einflihrung des azentrischen Faktors dar. So ergeben sich die
Zustandsgleichungen nach Soave-Redlich-Kwong oder Peng-Robinson.

Dieser azentrische Faktor ist wie folgt definiert (mit P, = Sattigungsdampfdruck bei T, = 0,7):

P
a)=—loglo(—5) -1
PC Tr=0,7

Darin bedeutet T, = reduzierte Temperatur (Index c = kritisch), d.h.

In der Praxis wird die van der Waals Gleichung nicht benutzt. Jedoch ist sie fiir theoretische einfache
Betrachtungen gut geeignet.



Potentielle Energie

Wir kdnnen aus der van der Waals Gleichung versuchen, die potentielle Energie

zu berechnen.

Dies soll am Beispiel Methan abgeleitet werden. Die kritische Dichte von Methan betragt 172 kg/m’
bei —150°C betragt die Dichte des fllissigen Methans 409 kg/m3 [VDI-Warmeatlas]. Dieser Wert ist der
niedrigste, der im VDI-Warmeatlas verfiigbar war. Bei hoherer Temperatur wird die Dichte deutlich
geringer. Das Molgewicht betragt 16 kg/kmol. Damit wird das Molvolumen des fllissigen Methans V
=0,0391 m*/kmol. Mit a = 2,253*1,01325*10° m°Pa/kmol’

= 2,2829*10° m°Pa/kmol’ erhélt man E,; = 5,838*10° J/kmol.

Die potentielle Energie ist auf einen Idealgaszustand bezogen. Dort wird sie als = definiert. Wenn wir
hier von der Flissigphase ausgehen, bedeutet das, dass die potentielle Energie der
Verdampfungsenergie gleich oder zumindest dhnlich sein sollte. Diese betragt fiir Methan 510 ki/kg
und umgerechnet = 8,16 * 10° J/kmol was zumindest die gleiche GroRenordnung wie der aus der van
der Waals Gleichung berechnete Wert ist. Wenn man bedenkt mit welch einfachem Ansatz van der
Waals ausgegangen ist, dann verdient das Ergebnis durchaus Respekt.
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