Numerische Losung von Differentialgleichung

Eine Einfihrung

Viele Berechnungen beruhen auf Differentialgleichungen. Viele davon lassen sich analytisch, d.h. manuell
unter Anwendung bestimmter Methoden (Trennung der Variablen) |6sen. Leider gibt es Falle, bei denen das
leider nicht so ist. Jeder, der sich mit diesem Thema befasst hat, weil}, dass nicht jedes Integral und nicht
jede Differentialgleichung analytisch |6sbar ist.

Wir befassen uns daher mit dem Thema ,Wie kann man Differentialgleichung numerisch unter Zuhilfename
Verwendung von Excel-VBA I6sen?” Wir behandeln bewusst keine mathematischen Hilfsprogramme wie
etwa Mathcad.

Die bekanntesten numerischen Methoden heiRen Euler (Euler-Cauchy) und Runge-Kutta.

Leonhard Euler, Schweizer Mathematiker, 1707 in Basel geboren, publizierte seine Methode 1768. Cauchy,
franzosischer Mathematiker, 1789 in Paris geboren, wurde als Anwender der Euler bekannt.

Carl Runge, deutscher Mathematiker, geboren 1856 in Bremen, 1886 Prof. an der TH Hannover entwickelte
in Gottingen zusammen mit Martin Wilhelm Kutta, geboren 1867 in Pitschen, deutscher Mathematiker, 1909
Prof. an der TH Stuttgart, eine Methode zur numerischen Losung von Anfangswertproblemen.

Wir behandeln zunachst die Euler Methode am Beispiel einfacher mathematischer Differenzialgleichungen.

Die allgemeine Form der Differentialgleichung 1. Ordnung lautet wie folgt:

. d
y =—y=f(x,y)
dx

1. Ordnung bedeutet hier 1. Ableitung der Variablen. Im Unterschied dazu gibt es auch den Ausdruck vom 1.
Grad. Damit ist der Exponent der Variablen gemeint.

Diese Gleichung beschreibt u.a. die chemische Gleichung A -> B und ist die Ableitung der gesuchten Funktion
y=g(x)
Die analytische Losung ist bekanntlich eine e-Funktion.

Fiir die numerische Losung erfolgt eine Umwandlung in eine Differenzengleichung

y'=% = f(x)

Durch Umformen nach Ay erhalt man

Ay = f(x, y)Ax

Nun kann man, wenn die Ausgangsdaten fiir x und y gegeben sind, die Gleichung Schritt flr Schritt |6sen,
indem man alle Ax und alle Ay aufsummiert. Mit x, und y, als Anfangswert erhalt man mit der Gleichungen

Nn=y,+4Ay
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Y=Y+ (%, y)Ax

Darin ist

X, =X, +Ax

So ergibt sich, wenn x, und y, gegeben ist, mit einer Schrittweite Ax der 1. Schritt:
X, =X, +Ax

Xo und yo werden in f(yo, Xx0) eingesetzt und man erhalt

Y=Yy + S (x5, 0)Ax

Nun sind x und y gegeben. Der 2. Schritt ist dann:

X, =X, +Ax

Vo =3+ f(x,y)Ax

Nun sind x; und y; gegeben. Der 3. Schritt ist daher

X; =X, +Ax

Vi =y, + (%, 3,)Ax

usw.

Die allgemeine Rechenregel lautet daher:

X, =X, +Ax

Vi = Vi + /(x5 y)Ax

Ax ist die Schrittweite, die haufig auch den Buchstaben h erhilt.
X, =X +h

Yin =Y+ f(x;,3)h

Mit dieser Rechenregel fahrt man fort bis man den Zielwert fiir x erreicht hat. Man vergleiche die analytische
Losung mit der numerischen.

Beispiel 1:
,_dy
= — = x
Y dx

Die Integration in Grenzen liefert
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Y17 Vo :%(xl2 —xé)

Mit yo = 1 und Xy = 1 und x,=1,1 (h=Ax=0,1) erhélt man y;= 1,105 als exakte Losung.
Die numerische Losung ergibt sich zu

Ay = xAx

Vi = Yo+ xh

Mit den genannten Startdaten y, = 1 und xo = 1 und h=0,1 erhalt man
y:=1+1*0,1=1,1

Der Fehler ist gering und betragt 1,105 -1,1 = 0,005 = 0,5 %.

Wahlt man bei gleichen Anfangsdaten, d.h. xo=1 und y,=1 die Schrittweite h=Ax=1, dann wird x,=2 und man
erhalt analytisch y;=2,5. Numerisch erhédlt man

y;=1+1*1=2,0 was um 0,5 kleiner als die analytische Losung. Der Fehler betragt daher 20%. Daraus lasst
sich schlieRen, dass h=Ax klein gegen x sein sollte.

Beispiel:
,_dy
= —=X
y dx 3%

Die allgemeine analytische Losung lautet

dy

— = xdx
y

Die Integration in Grenzen liefert

Iny, —Iny, :(xl2 —xg)

Die numerische Losung lautet

Ay=xy-h

Wahlt man x, =1 und yg = 1 und h=Ax=0,1, d.h. x;= Xo + h=Ax = 1,1, so erhalt man analytisch
In(y:)=1,1% -1 =0,21

Daraus ergibt sichy, = 1,23367

Numerisch erhdlt man

Y1=Yo+Xoyoh =1 +1*1*0,1=1,1

Der Wert ist um 0,13367 zu klein, h ist also zu groR gewabhilt.
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In diesen Beispielen wurde nur ein einziger Schritt der Differentialgleichung geldst. Die Differentialgleichung
war so einfach gewahlt, dass man sie analytisch integrieren konnte. Um den Verlauf von y lber eine langere
Distanz von x berechnen zu wollen, miissten viele derartige Schritte folgen, wie oben bereits gezeigt.

Das bisher besprochene Eulerverfahren (Euler-Cauchy) ist mathematisch das einfachste aller Verfahren aber
auch das ungenaueste. Die Abweichung von einer analytischen Losung ist direkt proportional der
Schrittweite h. Das Eulerverfahren geht von einem linearen Verlauf der Differentialgleichung innerhalb der
Schrittweite h aus und berechnet den nachsten Schritt Ay linear aus x. Fihr eine Differentialgleichung dieses
Typs ware das Eulerergebnis tatsachlich exakt, und die Lésung ware eine Parabel.

Eine Verbesserung besteht nun darin, dass Ay nicht aus x alleine, sondern aus dem Mittelwert fiir x und x+
Ax berechnet wird. Damit erhalt man das prediktive (verbesserte) Euler Verfahren mit der Genauigkeit
proportional h®. Es sind weitere Methoden zur Verbesserung des Euler-Verfahrens entwickelt worden, die bei
vergleichbarer Genauigkeit und mit etwas hoherem mathematischen Aufwand eine erheblich kiirzere
Rechenzeit aufweisen. Das bekannteste Verfahren ist das Runge-Kutta-Verfahren. Dessen Abweichung von
einem analytischen Ergebnis ist proportional der Schrittweite h*. Das Runge-Kutta-Verfahren verwendet 4
Stltzstellen zur Berechnung von Ay.

Vergleich durch mehrfache Halbierung der Schrittweite:

Am Beispiel y* = xy kann man die Genauigkeiten mit dem analytischen Ergebnis fiir x,=0, yo=1 und x=1
vergleichen. Die analytische Losung lautet: y=y,e®>*. Mit x=1 wird y=1,648721271. Euler liefert nach 2048
Halbierungsschritten einen Fehler von 0,0325%, das verbesserte Euler liefert nach 512 Schritten, d.h. 2
Halbierungen weniger, einen Fehler von 1,03 10°%, Runge-Kutta liefert nach 64 Schritten einen Fehler von
nur 42 10°.

Die Bedeutung der numerischen Losung einer Differentialgleichung besteht darin, dass sie meist universell
auf alle Typen von Differentialgleichungen angewandt werden kann. Das Verfahren ist stets dasselbe.
Voraussetzung ist aber, dass die o.g. allgemeine Form gilt:

Ay = f(x,y)Ax

Bei Differenzialgleichungen hoherer Ordnung bedient man sich der Substitution, um den Ordnungsgrad zu
reduzieren. Dadurch entstehen n Gleichungen erster Ordnung. Das ldsst sich leicht an einem Beispiel
erlautern. Die allgemeine Form einer Differentialgleichung 2. Ordnung lautet:

= f(xy,)")

Das Prinzip ist grundsatzlich einfach. Man substituiert y und y*, y* ergibt sich aus den nachstehenden
Beziehungen

Y1 =Y

2=y
weiterhin gilt
Y=y’

und
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y1'=y'=y,

Die Substitutionen fiir y und y* werden in die obige Gleichung eingesetzt, dabei ergibt sich y* aus den
Ableitungen:

¥ =06 p50)
Als nachstes muss die Beziehung zwischen y; und vy, als 2. Differentialgleichung hinzugefligt werden
yi =)V,

Damit hat man 2 Differentialgleichungen 1. Grades fiir die Variablen y, und y, erhalten. Die numerische
Losung erfolgt nach dem o.g. Schema.

Beispiel Schwingungsleichung:
yo=-ay

Man substituiert y*“ und y.
y2'=y"

Y1=Y

In die Gleichung eingesetzt

y; =y

Die Beziehung zwischen den beiden Substituenten y; und vy, ist:
yi =

Damit erhalt man ein Differenzialgleichungssystem 1. Grades.

Beispiel Pendel:

ml*@" =—mglsin(p)

Darin ist m die Pendelmasse, | die Pendelldnge, ¢ der Pendelwinkel, g=9,81 m/s? die Erdbeschleunigung. Der
Pendelstab wird ohne Masse angenommen.

v
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Aus dem Kraftegleichgewicht erhalt man die Differentialgleichung 2. Ordnung (Die vollstandige Ableitung
findet man vielfach in der Literatur und bei Wikipedia.

).

¢E—§QM@

Mit den zwei Substitutionen z;=¢, z°,=0*

Substituiert man ¢ und ¢ erhélt man

z, = —%Sin(zl)

Weiterhin gilt aus z,= z*; (= ¢)
zl' =z,
Damit erhalt man wieder 2 Differenzialgleichungen 1. Grades.

Beispiel: erzwungene Schwingung

dofdt* +vdp/dt +wpsing — —d*(xo /1) /dt* cosp + d* (/1) [ dt’ sine

Die simulierte Applet-Losung ergibt eine quasi chaotische Losung

........................................

SpurdauerIElEl ek

Antriebsart

|H|:|riz|:|ntal

Lanoenverhaltnis
JEX Il i
Frequenz
20 [ |
Dampfung

i

(i

Quelle: Malerczyk, FH Friedberg.
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Beispiel komplexes Federpendel:

Das hier besprochene Pendel besteht aus einer masselosen Feder mit einer Masse an dessen Ende. Bekannt
ist, dass die Masse auf- und abschwingt. Gleichzeitig stellt dieses Pendel aber auch ein normales Pendel dar,
weshalb es in der Lage ware, hin und her zu schwingen. Tatsachlich kann es beide Bewegungen gleichzeitig
ausfihren. In einem Versuch l3sst sich beobachten, dass die Pendelschwingungen ineinander (ibergehen. Das
sollte die mathematische L6sung ebenfalls ergeben.

Im Kraftegleichgewicht gilt:

m - (U(t)@(t) +2U(t)¢(t)) = —mgsin(p(t))

m - (I(t) — I(£) ¢ (1)) = —c(l(t) — Ir) + mg cos(p(2))
=

B(t) = 2(—gsin(p(t)) — 21(H(1)

c

U(#) = ——(U#) — tr) + geos(w(t)) + U)#" (1)

Hier haben wir 2 Differentialgleichung 2. Ordnung, die in 4 Differentialgleichungen 1. Ordnung lberflihrt
werden missen. I ist darin die Lange der Feder ohne Masse m. Die Substitutionen sind

2,=0, =1, 23=0¢°, z4=I". Daraus wird z3’=¢" und z,=I".
So erhalt man
7'=12;

2,'=124

, 1 .
2 ==L (gsinz)+22,2)
2

z,=1"= —%(z2 —1,)+gcos(z, )+ z,22

Nun hat man 4 Differentialgleichungen 1. Grades mit den Variablen z, — z,. Die numerische Losung ist nun
einfach.

Quelle: Prof. Dr. Warendorf, Miinchen. http://w3me-n.hm.edu/professoren/warendorf/index.de.html
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Ergebnis:

2.5

Das obere Bild zeigt die Federschwingung (schwingt der Lange nach) oben, sowie die Pendelschwingung
(schwingt seitlich) unten. Wenn deren Frequenzen in einem ganzzahligen Resonanzverhiltnis stehen, konnen
ergeben sich Wellenpakete bilden, und zwar so, dass diese ineinander ibergehen. Die Frequenz der oberen
Federschwingung ist genau doppelt so grol8 wie die der unteren Pendelschwingung. In der Praxis sieht dieser
Ubergang von der einen in die andere Schwingungsart sehr tiberraschend aus. Wohl gemerkt, es handelt sich
tatsachlich um ein einziges Pendel.
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Das getriebene, gedampfte Pendel:

Auch das sinusférmig angetriebene, gedampfte Pendel ist ebenso wie das Lorenz-System ein System mit
kontinuierlicher Zeitskala und drei Freiheitsgraden. Seine Bewegung beschreibt folgendes
Differentialgleichungssystem:

dx/dt= v
dv/dt = - sin{x) - v + a cos {y)

dyidt = @

Darin bedeuten x den Winkel der Auslenkung, v die Winkelgeschwindigkeit, ¥die Dampfung, a die
Antriebsamplitude, ¢ die (Kreis-)Frequenz des Antriebs und ¥ die Phase des Antriebs. Die Pendelmasse ist
dabei durch eine feste Stange, nicht durch einen Faden mit der Drehachse verbunden, so daR Auslenkungen
Uber die Horizontalstellung hinaus und sogar Uberschlige méglich sind.

Quelle: Dr. Robert Doerner, Frankfurt

Beispiel Doppelpendel, bestehend aus 2 getrennten Pendeln

dx/dt =y
dy/dt = [-cvzsin(x-u) - yzsin(x-u)cos(x-u) + b sin(u)cos(x-u) - abe sin(x)] / [ac - cosz(x-u)]
du/dt =v
dv/dt =] ayzsin(x-u) + v*sin(x-u)cos(x-u) + ab sin(x)cos(x-u) - ab sin(u)] / [ac - cos*(x-u)]

Darin bedeuten x und y den Auslenkungswinkel und die Winkelgeschwindigkeit des gréReren Pendels, u und
v die des kleineren Pendels. a, b und c sind Konstanten, die die Ldngen- und Massenverhaltnisse der beiden
Pendel beschreiben. Das ungestorte System bewegt sich in seinem 4-dimensionalen Phasenraum auf einer 3-
dimensionalen Hyperflache konstanter Energie. Anders gesagt: wenn man die (konstante) Gesamtenergie
des Systems kennt, reichen 3 Variablen aus, um den Systemzustand eindeutig festzulegen.

Quelle: Dr. Robert Doerner, Frankfurt
Beispiel: Navier-Stokes Gleichungen, kombiniert mit der Warmeleitungs- und Kontinuitatsgleichung:

Die nachstehenden Differentialgleichungen beschreiben das Temperatur- und
Stromungsgeschwindigkeitsfeld einer Fllssigkeitsschicht, die an der Unterseite beheizt und an der Oberseite
gekiihlt wird. Man erhalt daraus durch Vereinfachungen die sog. Lorenz-Gleichung:

dx/dt = - 8(x-y)
dy/dt =Rx-y-xy
dz/dt =xy-by

Darin ist x ein MaR fiir die Rotationsgeschwindigkeit der Konvektionszellen, y ist proportional zur
Temperaturdifferenz zwischen aufsteigender und absteigende Stromung, z beschreibt die Abweichung des
vertikalen Temperaturprofils von der Linearitat. Die Konstanten 6 sind die Prandtl Zahl, R die Re Zahl und b
ein geometrischer Faktor. Die Gleichungen sind bereits auf den 1. Grad reduziert.
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Quelle: Dr. Robert Doerner, Frankfurt
Chemische Reaktion

Beispiel einer instationdren Reaktion in einem Rihrkessel fiir die Folgereaktion A, -> A, und A, -> As.

5,0
45 -
40 -
35 4
30 4%
25 -
20 -

15 - RTFH“

05 4/

0,0 ¥ . ; ; .
0.0 5.0 10,0 15,0 20,0 250

Konzentrationc

Man erkennt, dass A; beginnend mit 3,5 stetig abnimmt, wahrend A, beginnend mit 0 zunimmt und nach
dem Maximum wieder abnimmt, wahrend A; verzégert mit 0 beginnt, um dann stetig zuzunehmen.

Quelle: Prof. Dr. Miller-Erlwein [3]

Dieses Buch ist eine Fundgrube einfacher und komplexer Reaktionen und deren Berechnung mit
numerischen Methoden in Basic. Eine Auswahl davon wurde in Excel-VBA Ubertragen. Beispiele:
Parabolische, hyperbolische, partielle Differentialgleichungen, Riihrkesselkaskade, Stromungsrohr mit Axial-
und Radialdispersion, Katalysatorpellets, Film- und Porendiffusionsmodell.

Ein ebenfalls sehr interessantes Buch mit Basic-Beispielen ist Ebert, Ederer [2]. Auch dieses Buch ist eine
Fundgrube fiir numerische Losungen komplexer Differentialgleichungen, in Basic programmiert und z.T. in
Excel-VBA (ibertragen. Beispiele: Partielle Differentialgleichung, instationdare Warmeleitung,
Chromatographiesaule, Harmonischer Oszillator, Schréodinger-Gleichung, Potenzialgleichung, Bewegung von
Molekilen.

Die numerische Losung von Differentialgleichungen 2. Ordnung gelingt auch ohne die Reduktion auf
Gleichungen der 1. Ordnung mittels Substitution. Wahrend bei der numerischen Losung der
Differentialgleichung 1. Ordnung eine schrittweise Berechnung der Stammfunktion beginnend mit den
Anfangswerten erfolgt, wird bei der numerischen Lésung der Differentialgleichung 2. Ordnung zusatzlich die
Differentialgleichung 1. Ordnung schrittweise gelost, d.h. diese wird in die numerische Losung einbezogen.
Dabei liegt der Ansatz vor, den man zur Losung der Differentialgleichung 1. Ordnung verwendet hat. Es gilt y
=yo+ VY *h,undy' =y’ +y“h. Jede Gleichung stellt eine numerische Integration dar. Speziell dafiir geeignet
ist das Runge-Kutta-( Nystrom)-Verfahren [9]. Das bisher beschriebene Euler-Verfahren ware dafiir zu
ungenau.

In 3 Excelprogrammen wird dieser Lésungsweg vorgestellt.
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Runge-Kutta-Verfahren 4.0rdnung flr Differentialgleichung 2.0rdnung

|
: |Beispiel: Schwingungen eines harmonischen Federpendels
3 Losung: x(t}=x..sin(w.t - @)
4 z[0] = 2 Masse m = 1 y":f{x;y;hy'j E
3 v[D] = L] Dampfung b = 0 . I N
g a(0) = -4.00 gy cm¥'(Hl=-kx-bx(H
7 [Feder k= 2 Schrittweite h = 0,1 g = fix
E
El
0 _ v k1 mi k2 m2 k3 m3 k4 m4 I
1 0,00 2.000 0,000 0,000 -0,400 -0,020 -0,400 -0,020 -0,39% -0,040 -0,395 :
2 0,10 1.980 0,339 -0,040 0,396 -0.0E0 0,392 -0.053 0,390 0074 -0,384
3020 1.921 K= B 0365
4 030 1823 1164 - S
5 0,40 1.688 1518 1 I 03043
6 050 1520 REr I 02641
706D 1322 ERE= I 02200
& | 070 1.097 2368 -0f T RINEITE
8 _ 080 0.851 -28e0) o) T 0
0 030 0587 2T -0 00621
1100 0.312 EXEL I B 0006
2 110 0,030 2528 of - 0050
B 120 -0252 -2, 506 s 0106
4 130 -0.523 278l of 7 04591
‘B 1.40 -0, 796 -2.5495 -0,Z6T .1 RLUNEL T LA bia] R T.T5F RIFEC Y 0,209 :
Abb. Excel ,,RungeKutta.xIsm“, Quelle unbekannt
Punktweise Lasung einer
Differentialgleichung 2. .Ordnung
nach dem Bunge-Kutta-¥erfahren
alle Hinweize beziehen sich auf
Papula, L. Mathematik Fir Ingenieure und Naturwissenschaftler 2
Teil 'V, Kap§
Differentialgleichung 2. Ordnung
Gleichung: y= ] =I-B'!5tr-3|?5'|! Integration I Grafik
Anfangswerte il o Ausdruck startenl .y |
Ul = o
. 20 [-2-1 L] |
=
Schrittweite h = o1 ~
Anzahl der Schritte = 50 _s |
k. h | N k=h"y m = h " Hrgy]
0 0 1] g0 i 48
0,05 4 BE 55 Al
0,05 2.8 E1.45 145 -39,32
0,1 5145 40,68 4,063 -28, 784875
1 0,1 5926333333 456252083 4156252083 -30,12305417
0,15 8004459375 ZE.50099375 2660099375 -22. 30443582

Abb. Excel ,,Runge.xIsm“ Quelle unbekannt
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A B E D E E

1 ay'"+by'+cy=0

2 Die Losung mit R-K-\'erfahren

3

4 |a 1

5 b 2

b |c 2

T v=-(by+cy)a Randbedingungen:

8 X yix)

9 Anfangswert x: 0 0 2

10 Endwert x: 6 1] 1.12040935 mit £
11 DX 0.05

12

13 xWerte yix) y'ix) hy"(x)=L1 L2 L3 L4
14 0 3 49713793 019713793 0.19970948 0.19956858 0.2
15 0.05 275640117 -4.77184051 0.20154393 020339634 020329112 0.2
16 0.1 252 2
17 0.15 2,299 ay"+by'+cy=0, R-K-4 2
18 0.2 2.086 2
19 0.25 1.88] .. 2
20 03 169 73 2
21 0.35 1.5( 1
22 04 1331 2> N 1
23 045 1174 2 TY — |1
24 05 1,02y 12 1 Y
25 065 08 7Y y-exakt | |1
26 0.6 0744 0.9 N 1
27 0.65 0,624 ng ' T Fe——— 1
28 0.7 0509 05 g8 =% T % 5.5 F B B 6 1
29 075 D40] -1 - 1
30 0.8 0.304 1

Abb.: Excel DifGl.xIsm Tabelle B2-RK4 aus dem Buch von Mesina ,,Numerische Mathematik mit Excel”

Bisher wurden nur Differentialgleichungen bis zum 2. Grad behandelt. Auch héhere Ableitungen lassen sich
in Differenzengleichungen umwandeln.

Die Substitution von Differentialgleichung 3. Ordnung fihrt entsprechend zu 3 Gleichungen 1. Ordnung.

Beispiel:
y|v|+y*yv= 0
d.h' yVH: _y *y!

Substitution: yl=y, y2=y’, y3=y“
Ableitungen: y1'=y’, y2'=y“, y3‘ =y
Nun kann man wieder ersetzen: yl‘=y2, y2“=y3.

Eingesetzt: y3‘ = -y1*y2

Weiterhin gilt: y1° =y2, y2'=y3
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Es ergeben sich 3 Differentialgleichungen erster Ordnung:

yl'=y2 numerisch: Ayl=y2 * Ax:
y2‘=y3 numerisch: Ay2 =y3 * Ax
y3'=-yl*y2 numerisch: Ay3 = -yl * y2 * Ax

Das sich ergebende Gleichungssystem ist nach demselben Schema wie oben beschrieben Zeile fiir Zeile zu
I6sen. Die erste Zeile berechnet aus y2 und Ax den nachsten Schritt fiir y1. Die zweite Zeile berechnet aus y3
und Ax den nachsten Schritt fiir y2. Die dritte Zeile berechnet aus y1 und y2 den nachsten Schritt fiir y3.

Weitere bekannte Beispiele fiir die numerische Losung komplexer Differentialgleichungen sind:

Rauber-Beute Modell [12], Epidemieausbreitung, Radioaktiver Zerfall, Schwingkreise, Regelkreise, schiefer
Wurf mit Reibung, Umlaufbahnen von Kometen, Planeten und Satelliten, Meteorologische Simulation,
Klimasimulation, Molekilsimulation, Finite Elemente, CFD-Riihrersimulation, Strémungssimulation.

Ich bin Ihnen fiir Hinweise sehr dankbar.
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